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4.3 Reelle Skalarprodukte, Hermitesche Formen,
Orthonormalbasen

In diesem Abschnitt betrachten wir Vektorrdume iiber IR und iiber €. Ziel ist
es, in solchen Vektorrdumen “Léngen” von Vektoren zu definieren.

Im RR" gilt fiir das kanonische Skalarprodukt (8(X,Y) = Zxkyk) stets die
k=1
Ungleichung 5(X, X) > 0, falls X # 0, und deshalb l#8t sich dort die Linge

eines Vektors als v/3(X, X) definieren. Im €" gilt Zzi > 0 nicht mehr fiir
k=1

alle X = (1, ...,2,). Eine gegeniiber Skalarprodukten etwas abgewandelte Ter-

minologie erweist sich hier als brauchbarer.

Sesquilinearform
V sei ein Vektorraum iiber €. Eine Abbildung 8 : V x V — € heifit
Sesquilinearform, falls gilt:

(H1) B(aX +bY,Z)=aB(X,Z)+b3(Y,Z) VX,Y,ZcV  VYa,beC
(H2) B(X,aY +bZ) =aB(X,Y)+bB8(X,Z) VX,Y,Z€V K VYa,beC.

Beachte also: Ein konstanter Faktor im zweiten Argument einer Ses-
quilinearform wird konjugiert komplex aus § herausgezogen.

Spezielle Sesquilinearformen

1. Eine Sesquilinearform 3 heifit hermitesche Form, falls zusétzlich gilt:

(H3) B(X,Y)=3(Y,X) firalle X,Y €V.

2. Ist V = €", so heifit die durch §(X,Y) = Z 21Uk definierte hermite-
k=1
sche Form die kanonische hermitesche Form auf dem C".

Hermitesche Matrix -
Eine Matrix A € M,,x,(C) heifit hermitesch, falls gilt: A=A .
Dabei ist A = (ap) = (ag).

Es gilt:

1. Ersetzt man € durch IR, so entspricht einer hermiteschen Form ein (reel-
les) Skalarprodukt (siche Aufgabe 2).

2. Fiir eine hermitesche Form 3 gilt (X, X) € R fiir alle X € V
(siehe Aufgabe 1).
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Wie bei Bilinearformen kann man in endlich-dimensionalen Vektorrdumen auch
eine hermitesche Form (3 nach Auszeichnung einer Basis B = (Bj, ..., B;,) durch
eine Matrix Bg(8) := (8(Bg, B;)) darstellen.

Zusammenhang zwischen hermiteschen Formen und Matrizen
Ist B = (By, ..., By) eine Basis von V und 8 : V xV — € eine hermitesche
Form, so heifit die Matrix Bg(3) := (8(Bg, B;)) Matrix von § (beziiglich
der Basis B. Diese Matrix ist hermitesch.

Fiir V= C" und B = E schreiben wir B(0).
Ist umgekehrt A € M, (C€) hermitesch, so wird durch

C"xC" — C

P (X,)Y) — XTAY = Z aRITE Yl
k=1

eine hermitesche Form definiert.
Die Wirkung von Bg(f3) wird beschrieben durch:
B(X,Y) = (kp(X))" -Bg(f) - kp(Y).

Die Transformationsformel lautet hier:

Transformationsformel
Ist V ein n—dimensionaler Vektorraum iiber €, sind B und B’ Basen von V
und ist G : V x V — € eine hermitesche Form, so gilt:
By (8) = (M (id))" Bp(8) MZ (id).

Entsprechend der Kongruenz von Matrizen definiert man hier eine hermitesche
Kongruenz:

Hermitesche Kongruenz
A,C € M;xn(C) heiflen hermitesch kongruent, falls eine invertierbare
Matrix P € M,,»,(C) existiert mit C =P T AP.

Wichtige Sitze
1. Folgende Aussagen sind dquivalent:

(i) A ist hermitesch kongruent zu C.
(ii)  Es gibt eine invertierbare Matrix P mit C = PT AP.
(iii) Es gibt eine Basis B des €" mit C = Bg(84).

2. Jede hermitesche Matrix ist zu einer Diagonalmatrix hermitesch kon-
gruent.

Hermitesche Matrizen iiber € haben also analoge Eigenschaften wie symmetri-
sche Matrizen iiber RR.
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Positive Definitheit!
Eine hermitesche Form (ein reelles Skalarprodukt) 8 auf V heifit positiv
definit, falls gilt:

(i) B(X,X)>0 firalle X eV und
(ii)) BX,X)=0 <<= X=0.

Fiir positiv definite hermitesche Formen (reelle Skalarprodukte) 5 kann man
daher definieren:

Léinge von X : IX] = B(X, X)
Abstand von X und Y : d(X,Y) = | X-Y|

Schreibweise: Fiir positiv definite hermitesche Formen (reelle Skalar-
produkte) 3 schreiben wir iiblicherweise ( , ).

Orthonormalbasis
Ist S C V ein Orthogonalsystem und gilt (X, X) =1 (d. h. || X|| = 1) fur
alle X € 5, so heifit S ein Orthonormalsystem.
Ist S zusétzlich eine Basis von V, so heifit S Orthonormalbasis von V.

Existenz von Orthonormalbasen
Ist V ein Vektorraum iiber R (C€) mit abzdhlbarer Basis und ist ( , ) ein
positiv definites Skalarprodukt (eine positiv definite hermitesche Form), so
besitzt V' eine Orthonormalbasis beziiglich ( , ).

Orthogonale Basen werden wegen ihrer besonderen Eigenschaften hiufig be-
nutzt (man denke nur an das schon in der Schule eingefiihrte cartesische Koor-
dinatensystem). In endlich-dimensionalen Vektorrdumen und in Vektorrdumen
mit abzéhlbarer Dimension (siehe Aufgabe 12) mit positiv definitem Skalarpro-
dukt lassen sich durch das folgende Verfahren Orthonormalbasen erzeugen.

13 ist ein reelles Skalarprodukt auf V bedeutet:
V ist ein Vektorraum iiber IR und 8 : V X V — IR ist eine symmetrische Bilinearform.
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SCHMIDT’sches Orthogonalisierungsverfahren
Sei (Aj,...,A,) linear unabhéngig in V. ( , ) sei eine positiv definite
hermitesche Form bzw. ein positiv definites reelles Skalarprodukt auf V.
Durch

Bl = A1
<A27Bl>
By = Ay— —""—""'B
2 2 (B1, By) 1
<A3aBl> <A3aBQ>
Bs = As— By — B
° (BB ' (B2,By) °
<AnaBl> <AnaBn—1>
B, = A,—m2lUp _ m Pl g
(B, By) ! (Bn—1,Bn-1) !

ist eine Orthogonalbasis (B, ..., B,) von L(Aq, ..., A,,) gegeben, fiir die au-
Berdem gilt:
L(Al, ceey Ak) = L(Bl, ceey Bk) fir k = 1, ey T

B
(C1, ..., Cp) mit Cy := b fir k= 1,...,n ist dann eine Orthonormalbasis

1Bl
von L(Ay, ..., A).

4.3.1
Man zeige daf8 fir jede Abbildung 6 : V xV — C gilt:

a) Ist B eine hermitesche Form, so ist 5(X,X) € R fiir alle X € V.
b) Erfillt  (H1) und (H3), so erfillt 3 auch (H2).

a) Sei X €V beliebig gegeben. Nach (H3) gilt 5(X, X) = B(X, X). Gilt fiir
eine komplexe Zahl z aber z = Z, so ist z reell. Also ist 8(X, X) reell.

b) B(X,aY +bZ) = BaY +bZ,X) nach (H3)
aB(Y,X) +b8(Z,X) nach (H1)

= afY,X)+bp(Z,X) Rechnen in €
= aB(X,Y)+bB3(X,Z) nach (H3)
af(X,Y)+bB(X,2) .
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4.3.2

Man zeige:
a) Ist V ein Vektorraum diber R und gelten fir 3 : V xV — R die
Bedingungen (H1) und (H3), so ist 5 ein Skalarprodukt.

b) Jede reelle hermitesche Matrix ist symmetrisch.

a) Aus (H3) folgt

BX,Y) =p(Y, X) = (Y, X),

da B nach R abbildet. Also ist 8 symmetrisch. Die Linearitéit von § im zweiten
Argument ergibt sich, da nach Aufgabe 1 aus (H1) und (H3) auch (H2) folgt
und a =@ fiir a € R gilt. Also ist 8 ein Skalarprodukt.

b) Ist A € M,,«,(R) hermitesch, so ist A = A —AT.

Der Begriff der hermiteschen Form ist damit die kanonische Erweiterung des
Begriffs des reellen Skalarprodukts auf Vektorrdume iiber €.

4.3.3
Man untersuche, welche der folgenden Matrizen hermitesch sind:
1 3 2—1 441 1 -3 5
( N ; ) , 2-i 6 i 7 3 2 1
441 i 3 5 1 -1
. . 1 @\, . . T
Die Matrix A = i 9 ist hermitesch, denn es ist A = A .

Man beachte: Hermitesche Matrizen haben in der Hauptdiagonale nur reelle
Koeffizienten, denn nach Definition ist agx = agx (kK =1, ...,n).

Die zweite Matrix ist nicht hermitesch, sondern symmetrisch. Fiir komplexe
Matrizen sind hermitesch und symmetrisch unterschiedliche Begriffe.

—T
Die letzte Matrix ist hermitesch, da wiederum A = A gilt. Fiir reelle Matrizen
fallt also hermitesch mit symmetrisch zusammen.

4.3.4

Es sei A € Myuxn(C) eine hermitesche Matriz und 3 : €' x €" — C
definiert durch B(X,Y) := XTAY = apap7i-

Man zeige, dafl 3 eine hermitesche Form ist.

Nach Aufgabe 2 gentigt der Nachweis von (H1) und (H3).
Nachweis von (H1):
Fiir alle X,Y,Z € €" und a,b € C gilt:

BlaX +bY,Z) = (aX +bY) AZ = (aX" +bY )AZ =
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= aX'AZ+bYTAZ
aB(X,Z)+bB(Y,Z) .

Nachweis von (H3):

BV, X) = YAX 2 VTAX) =X ATY
@ xTA'y @ xTay
= BX)Y)

Dabei gilt (1), da YTAX eine komplexe Zahl und damit gleich ihrer Trans-
ponierten ist. (2) gilt wegen XY = XY, und (3) gilt, da A eine hermitesche
Matrix ist.

Bemerkung: Fiir A = E erhiilt man §(X,Y) = > 2,7 und damit die kanoni-
sche hermitesche Form auf dem C".

4.3.5
A € M, «n(Q) sei eine hermitesche Matrix. Man zeige:

a) AT und A sind hermitesch.

b) Ist A invertierbar, so ist auch A~' hermitesch.

—_— =5 N
a) Zu zeigenist (AT)T = AT und A = A.
Man macht sich zun#chst sofort klar, dafl die Reihenfolge von Konjugieren und
Transponieren beliebig ist, und schlieft dann:

(ATYT=ATT =A=AT,

da A hermitesch ist.

=T

>

= AT = (KT)T da A hermitesch ist
A.

b) Aus A-A !'=Efolgt A-A-1=E=E.
T

Transponieren liefert (A—1) A= E, und da A hermitesch ist, gilt

AT .A-E

Analog folgt
A-AT —E
(A-1)T ist damit invers zu A, also gilt (A—1)T = A1
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4.3.6

Ist A eine komplexe (reelle) n x n—Matriz, so ist die Matrix B = AA'
hermitesch (symmetrisch).

Ist A invertierbar, so ist Bg positiv definit.

Man erhilt direkt:

— =T _ _ _
AA ) =(AA )T=AAHT=ATTA'=AA".
Zum Beweis der positiven Definitheit von gg fiir invertierbares A:
Es ist "
XTAA'X=A"TX)TATX) =Y a7,
k=1
falls ATX = (21, ..., 2,) =: Z. Da A invertierbar ist, ist fiir X # 0 auch Z # 0.

Die Behauptung folgt nun, da die kanonische hermitesche Form (das kanonische
Skalarprodukt) positiv definit ist.

4.3.7

Man zeige:

a) Jede hermitesche Matriz A € My, (C) ist zu einer Diagonalmatriz
D hermitesch kongruent.

b) Ist V ein Vektorraum iber €, n =dimV € IN und § eine hermite-
sche Form auf V, so besitzt V' eine bzgl. B orthogonale Basis B.

Wie bei reellen Skalarprodukten sind a) und b) dquivalent. Setzen wir namlich
a) voraus, und ist C' = (Cy, ..., Cyp) eine Basis von V und A := B¢(3), so gibt
es eine invertierbare Matrix P = (pi;), so da D = P T AP eine Diagonalmatrix

ist. Setze B; = Zplel. Dann ist B = (B, ..., By,) eine Basis von V, da die

k=1
Koordinatenvektoren der B; bzgl. C' als Spalten von P linear unabhéngig sind.

Ferner gilt P = M2 (id). Nach der Transformationsformel folgt:
D = B3 (B) = (B(Bk, B1)) -

Somit ist B eine orthogonale Basis bzgl. 5.

Umgekehrt folgt a) aus b), falls man in b) V = €" und 8 = fa wéhlt:
Schreibt man die Vektoren von B in die Spalten einer Matrix P, so gilt nach
der Transformationsformel PT AP = Bp(3a), und Bp(Ba) ist eine Diagonal-
matrix.

Wir zeigen nun a). Die wesentlichen Schritte zu diesem Beweis stehen schon in
Aufgabe 4.1.8. Wegen a;;, = ay; und wegen der hermiteschen Kongruenz (es soll
D = PT AP gelten) éndert sich gegeniiber Aufgabe 4.1.8 folgendes: Wenn wir
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von links mit einer Elementarmatrix C multiplizieren, also eine elementare Zei-
. e T

lenumformung durchfithren, miissen wir von rechts stets mit C multiplizieren.

=i . v .

C entspricht dann der zugehorigen “hermiteschen” Spaltenumformung;:

Entspricht C der Multiplikation von Zeile k mit o € €, so entspricht
—T
C der Multiplikation von Spalte k mit a.

Entspricht C der Addition des a—fachen von Zeile j zu Zeile k, so
entspricht C' der Addition des @—fachen von Spalte j zu Spalte k.

Fall 3 des Verfahrens aus 4.1.8 (ax, = O fiir alle k) ist wie folgt zu ergéinzen:
Wihle ax; # 0 (I # k). Ist R(ar;) # 0 (der Realteil von ag;), so addiere die
k—te Zeile zur [—ten Zeile und die k—te Spalte zur [—ten Spalte. Dann steht
an der Stelle (1,1) die Zahl ag; + aix = agy +ax; = 2R(ak;) # 0, und man ist im
Fall 2. Ist (ax;) = 0, so multipliziere die k—te Zeile mit ¢ und die k—te Spalte
mit —i und verfahre dann wie bei R(ag;) # 0.

Mit diesem Verfahren erhalten wir analog zu Aufgabe 4.1.8 die Diagonalmatrix
D =C.,..C,AC; ..C, =P'AP

mit
P=cC/..Cc]=(C,.Cc)T".

4.3.8
Zu den folgenden Matrizen bestimme man jeweils eine invertierbare Matriz
P, so daff PTAP eine Diagonalmatrizc ist. Ferner bestimme man eine bzgl.
Ba orthogonale Basis des € bzw. €.
1 1 1414 2i
a) A:(—i 2) , b)) A= 1—i 4 2—3i ,
—2i 2431 7
—1i
0

0
c) A=| 0
i 0

o O O

a) Es wird die Methode aus der vorigen Aufgabe verwendet.

Schematische Rechnung bei der Matrix ( _E 22 >:

1

= S DN .
<. = O =
— Ol O
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Die zugehorige hermitesche Spaltenumformung besteht nun darin, das (—i) —fache
der ersten Spalte zur zweiten Spalte zu addieren. Das liefert die Endmatrix:

10 ] 10
01 | i 1)

Die jetzt rechts stehende Matrix ist die Matrix PT. P = (

> ist also

o =
—_ =

eine gesuchte Matrix.

T e (e
- (1) 1)-( 1)

Die Spalten von P liefern eine bzgl. Sa orthogonale Basis.

b)
1 141 21 1 0 0|z—1 2¢
1—1 4 2—-3 0 1 0 1
-2 24 3¢ 7 0 0 1 1
1 1414 2 1 0 0
0 2 -5 [1—1 1 0
0 5% 3 21 0 1

Man beachte, dafl die zugehorigen (hermiteschen) Spaltenumformungen im
Prinzip nicht durchgerechnet werden miissen, da sich dadurch in der ersten
Zeile lediglich zwei Nullen ergeben, aber sonst keine Anderungen eintreten.
Ausnahmefall: Multiplikation der umgeformten Zeile mit a # 0.

1 0 0 1 0 0

0 2 =5 | i-1 1 0|3
0 5 3 2 0 1] 1
1 0 0 1 0 0

0 2 0 |[i-1 1 0

0 0 -2 |2+% -3 1

Die Spalten von P liefern eine bzgl. Sa orthogonale Basis.
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c)
0 0 —i 1 0 0
0o 0 0 0 1 0
i 0 0 0 0 1 i
o 0 -1 1 0 0 1
0o 0 0 0 1 0
-1 0 0 0 0 1
-2 0 -1 1 0 i]|—3
0 0 0 0 1 0
-1 0 0 0 0 ¢ 1
-2 0 0 1 0 4
0o 0 0 0 1 0
0 0 3 |-%2 0 L
Eine gesuchte Matrix P lautet also:
10 —3
P=]101 0
i 0 i

Die Spalten von P liefern eine bzgl. Ba orthogonale Basis.

4.3.9
Der Vektorraum R* sei mit dem kanonischen Skalarprodukt versehen. Man
bestimme eine Orthonormalbasis fiir den Untervektorraum

U:= L((lv 1a 0; 1)7 (1a _27070)a (1707 _L 2))

Es wird das SCHMIDTsche Orthogonalisierungsverfahren durchgefiihrt. Wir er-
halten zunéchst:

Bl = (1a17071)a
(17 _2a0,0) ) (17 1703 1)
By = (1,-2 — 1,1,0,1
2 (a 7070) (1’170)1)(17170’1) (a ,07 )
1
= Z(4,-50,1);
3(7 3 ) )7
3 2 1
B3 = (1307_172) - g (171707 1) ~ 14 g (47_5a03 1)
3
1

= = (-4,-2,-7,6).
= (—4,-2,-7,6)

Durch Normieren der Vektoren ergibt sich die folgende Orthonormalbasis B
von U:

1 1
—(1,1,0,1), — (4,-5,0,1),
\/5( ) 42( ) 105

—

B=( (—4,-2,-7,6)) .
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4.3.10

Im R® mit dem kanonischen Skalarprodukt sei

U = L((17 27 3’ 1’ 1)7 (17 3’ 27 17 2))'

Man bestimme Orthonormalbasen von U und U~L.

Das ScaMiDTsche Orthogonalisierungsverfahren liefert zunéchst eine Orthogo-
nalbasis von U.

Bl = (172a35171) ;

1
(173a27 172) - _6 (172a37 17 1) = (Oa 17 —1,0, 1) .

B
2 16

Die Basis (B, By) wird nun zu einer Basis des R® ergéinzt, z. B. durch
(1,0,0,-1,0),(0,1,0,0,0) und (0,0,1,0,0). (Nachrechnen!)

Diese Basis wird nun wieder orthogonalisiert, wobei das Verfahren sofort mit
B, fortgesetzt werden kann, denn B3 = (1,0,0, —1,0) ist schon so gewiihlt, dafl
(B1, B3) = (B2, B3) = 0 gilt.

2 1
B, = (0,1,0,070)—1—6(1,2,3,171)—5(0,1,—1,0,1)—0-(1,0,0,—1,0)
_ 1511 1
a 87127 247 8’ 2477
3 1
By = (0,0,1,070)—1—6(1,2,3,171)+5(0,1,—1,0,1)+

1 ( 1 5 1 1 11)
10" 8712 247 8 24
1 1 11

= ——O_ _—— _ .
( 57710’ 5’10)

Nlormieren liefert Iiun:
(-(1,2,3,1,1), —(0,1,—-1,0,1)) ist eine Orthonormalbasis von U.

41 V3

1 1
—(1,0,0,—1,0), —— (—3,10,—1, -3, —11) , —— (—2,0,1,—2,1)) ist ei-
(ﬁ( ) 4\/ﬁ( ) ( )

V10
ne Orthonormalbasis von U+.
Da R® = U @ U*, haben wir auch eine Orthonormalbasis des R® gefunden.

4.3.11
Der €* sei mit der iiblichen hermiteschen Form (X,Y) = 3. x,7k versehen.
Man bestimme eine Orthonormalbasis von

U = L((1,0,i,—1),(0,2,1, i), (i, -2, —2,0)).
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Es wird wieder das SCHMIDTsche Orthogonalisierungsverfahren angewendet.

B, = (17071771) 5
!
~ =~
(By,By) = ((1,0,4,—1),(1,0,i,—1)) =1+i-(—i)+1 =3,
1
By = (0.2.1,—i) = 5((0.2,1,~0), (1,0,i, ~1)) (1,07, ~1)
(07 27 1u —Z) 3
(B2,B3) = 441+ (—i)-i=6,
1
B = (i,—-2,—2,0) — 3 ((1,-2,-2,0),(1,0,4,—1)) (1,0,4,—1)

1
—5((,-2,-2,0),(0,2,1, ) (0,2,1, i)
(i,—2,-2,0) — (i,0,—1,—i) + (0,2, 1, —i)

= (0,0,0,0) .

Da sich hier Bs = 0 ergibt, folgt Bs € L((1,0,4,—1),(0,2,1, —¢)). Damit bilden
By und B; eine Orthogonalbasis von U. Normieren liefert hier die folgende
Orthonormalbasis B von U:

1 . 1
B ( \/g (]" O’ Z’ 1)7 \/6
Hinweis: Die Losung der Aufgabe zeigt, dafl man bei der Anwendung des
ScHMIDTschen Orthogonalisierungsverfahrens nicht unbedingt mit einer Basis
von U beginnen muf. Bei der Durchfiihrung des Verfahrens erkennt man, ob
die gegebenen Vektoren linear unabhingig sind, und man 148t gegebenenfalls
Vektoren By, die sich als Nullvektor ergeben, einfach fort.

(Oa 27 17 72)) .

4.3.12

Man zeige:

Ist V' ein reeller (komplexer) Vektorraum mit abzihlbarer Basis und ist ( , )
ein positiv definites Skalarprodukt (eine positiv definite hermitesche Form)
auf V', so besitzt V' eine Orthonormalbasis bzgl. { , ).

Ferner gilt: Jedes endliche Orthonormalsystem S von V' lafit sich zu einer
Orthonormalbasis ergdnzen.

Hat V endliche Dimension, so folgt die erste Behauptung aus Aufgabe 7.

Hat V unendliche Dimension, so liefert unsere Formulierung des SCHMIDTschen

Orthogonalisierungsverfahrens, ausgehend von einer Basis {Ay |k € N} von V,

Vektoren B,, (m € IN) der Linge 1, die paarweise orthogonal sind und fiir die
L(A4, ..., Ap) = L(By, ..., By,) fir jedes m > 1

gilt. Damit folgt sofort, daB8 {Bj |k € IN} eine Orthonormalbasis von V bzgl.

(, ) ist.
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Ist S = {4;,...,4;} C V ein Orthonormalsystem, also insbesondere linear
unabhéngig, so ergdnze S durch A;41, Aj42, ... zu einer Basis von V' und wende
das ScHMIDTsche Orthogonalisierungsverfahren an. Nach Voraussetzung iiber
S folgt: By = Ay, ..., By = A;. Damit ist {By, ..., B, } (im Falle dim V' = n) bzw.
{Bj; | k € N} eine Orthonormalbasis von V, die S enthélt.

4.3.13
a) Man zeige:
Im Vektorraum V = C[—mn, 7| der auf dem Intervall [—m, 1] stetigen
reellen Funktionen definiert

o) = [ g(ome)ar
ein positiv definites Skalarprodukt.

b) Man betrachte den von den Funktionen ci und sy mit c(t) = coskt
und s (t) =sinkt (k=0,1,2,3,...) erzeugten Unterraum U von V.
Fir U gebe man eine Orthogonalbasis und eine Orthonormalbasis
an.

a) Seien f,g,h e V.

1. Die Symmetrie (g, h) = (h, g) folgt aus g(¢t) - h(t) = h(t) - g(t) (t € R).

2. Die Bilinearitit ergibt sich aus aus der Linearitdt des Integrals zusam-
men mit dem Distributivgesetz (f + g)h = fh + gh.
3. Die positive Definitheit folgt aus einem Satz der Analysis:
Ist f stetig auf [a,b] und f(¢) # O fiir ein ¢t € [a,b] (d. h. f # 0), so gilt
[2(F(1)2 dt > .
b) Integrationskenntnisse aus der Analysis fithren zu der Behauptung:
Die Funktionen 1, cost, sint, cos2t, sin 2t, cos 3t, sin 3¢, ... bilden eine Ortho-

gonalbasis von U.
Zunéchst gilt fir £ > 1:

/1-sinktdt:/ 1-cosktdt=0.
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Fiir k1 # ko mit k1, ko € IN gilt:

/ coskit -coskotdt =0 / cos kit -sinkstdt =0
/ sin kit - sinkotdt =0 / sinkit - coskitdt =0 .

Dies entnimmt man einer Formelsammlung oder leitet es durch partielle Inte-
gration selbst her.

Damit ist die angegebene Behauptung bewiesen.

Eine Orthonormalbasis erhélt man dann durch Normieren. Dazu wird berech-

net: . . .
/ldt:27r, /COSthdt:ﬂ', /SiHthdt:ﬂ'.

Die letzten beiden Gleichungen gelten fiir & > 1. Damit erhélt man durch
€p,€1,€2,€3,€4, ... mlt

1 1
eop—1(t) = —=coskt, eg(t)=——=sinkt (keIN)

VT e
eine Orthonormalbasis von U.

Bemerkung: Die angegebene Orthogonalbasis wird in der Analysis benutzt zur
Approximation von periodischen Funktionen durch trigonometrische Funktio-
nen. Dies fithrt zur Theorie der Fourier—Reihen.

4.3.14

Der Vektorraum der Polynome tber R sei mit dem Skalarprodukt

(f. ) = / poror

versehen.
a) Man bestimme eine  Orthonormalbasis des  Unterraumes
L(1,z, 2% 23).

b) Man berechne in diesem Vektorraum den Abstand von f =1+«
und g = z2 — 1.

a) Es wird das ScHMIDTsche Orthogonalisierungsverfahren angewendet und
zunichst eine Orthogonalbasis bestimmt.
(Der aufmerksame Leser denkt an Aufgabe 4.1.7.)

By =1,
B1 = X —
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B (22, x) (x2,1) B 1
By = x2—<x7x>x— <171>1—x2—§,
- (23,22 — 1) 1 (23, ) (x3,1)
Bs v BaiB) o3 ) T
_ 3 3
v -

Nun wird noch normiert. Dazu werden die folgenden Skalarprodukte berechnet,
die teilweise bei der Berechnung der B; schon benétigt wurden:

1
<BQ,B0> = <1,1>:/ ldz =2

-1

! 2
(B1,B1) = (x,x)z/ 22de ==

1 3

1 1 ! 1 8
Bs. B _ 2_ - 2_ - :/ 2__2d _ =
< 27 2> <$ 3,1‘ 3> 71(3'; 3) x 45
. 3 a3 24 8

Bs, B = 3_Z Sty =
(B3, Bs) (@ =g a = 5r) = T = 1

Als Orthonormalbasis von L(1,z, 22, 23) erhilt man damit:

1 3 1 /5 1 /7
Bo=+/=2% Ey=+/22' Ey==1/2(322=1): Eq==1/= (523—3z) .
0 \@x P \/;3j P Ba=5y 5B Ee =545 (507 =8a)

/2 1
Bemerkung: Teilt man FE, jeweils durch n2—|— , so erhélt man die sog.
LEGENDRE—-Polynome

1 v 5 n B
Qn = 2"-n!.dx—”(x -1) (n=0,1,2,...).

b) Fiir den Abstand d(f, g) erhélt man:

1

d(fg)=f —gll = \/<f—97f—9>:(/ (22— — 2% dr)

-1

W=

[\

1 . 3
= (/ (2! —22° — 32° + Az 4+ 4) dz)® = 5
-1
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4.3.15

a) Der Vektorraum V dber € (iber R) sei mit der positiv definiten
hermiteschen Form (dem positiv definiten Skalarprodukt) ( , ) ver-
sehen. Man beweise: Ist (Aq, ..., Ay) eine Orthonormalbasis von V,
so gilt fir alle X, Y € V:

(X, Ag) (Y, Ag)

NE

LX7YW =

E
Il

1

b) Man bestimme die sich in a) ergebende Gleichung fiir den Fall, daf§
(, ) das kanonische Skalarprodukt im R", (A1,...,A,) = E die
kanonische Basis des R", X € R" ein Einheitsvektor und Y = X
15t.

c) Essei U der von den Funktionen ¢y, und s mit

1 1
cr(x) = ﬁcos kx, sp(x):= ﬁsinkzx (k=1,2,....,n)
erzeugte Untervektorraum des Vektorraums C[—m,w| der stetigen
reellen Funktionen von [—m, 7] nach R mit dem Skalarprodukt aus
Aufgabe 13. Wie lautet die Gleichung in a) in diesem Falle fiir X =
Y=feU?

a) SeiY =Y yrAg. Es folgt:

(X,Y) = (X,> wAr) =) (X,yeAr) nach Aufgabe 2 b)
k=1 k=1
= ) (X, AT nach Aufgabe 2 c) .
k=1
Ferner gilt:
(VA7) = O ueAr, A) =Y ur (Ars 45) = ;-
k=1 k=1

=6k,
Setzt man dies in die vorige Zeile ein, so folgt die zu beweisende Gleichung

<)(7}/>:: j{:<)(714k><}:14k>'
k=1

Bemerkung: Diese Gleichung heifit PARSEVALsche Gleichung.
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b) Mit X =Y folgt zunéchst
Z X Ek X Ek ZIka nach a),
k=1

und wenn X nur reelle Komponenten hat, dann gilt (X, X) =" z7.

Bemerkung: xx = (X, Ex) bedeutet unter der Voraussetzung, dafl das iibliche
Skalarprodukt vorliegt:

xp = |X| - |Eg| - cos € (X, E).

Wegen |Ei| =1 und |X| = 1 erkennt man x, = cos < (X, Ei), und damit folgt
insgesamt der (bekannte) Satz:

Fiir jeden reellen Vektor ist die Summe der Kosinusquadrate der Winkel mit
den Achsen gleich 1.

c) In der angegebenen Aufgabe 13 wurde gezeigt, dafl die Funktionen ¢; und
Sp mit

1 1
cr(t) = ﬁ coskt ; sE(t) = ﬁ sinkt (k=1,2,..,n)
eine Orthonormalbasis eines Untervektorraumes U des Vektorraumes C[—, 7]
der reellen Funktionen von [—, 7] nach R bilden. Also ist die Aufgabe sinnvoll
gestellt, und man erhélt hier die folgende PARSEVALsche Gleichung fiir den
Spezialfall X =Y = f € U:

n ™

fz(x)dx:%Z( f(x) cos kz dx) +%Z smkxdx)2
- k=177 =177



